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１ m× n 次実行列 A = (aij) とN 次元数ベクトル空間 (RN , (·, ·)) を考える。ここで

RN =


x1

...
xN


∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , xN ∈ R


であり, (·, ·) は RN におけるユークリッド内積を意味する。即ち, x =

x1
...

xN

, y =

 y1
...
yN


∈ RN に対して (x, y) =txy =

N∑
i=1

xiyi と定義される。そこで fA(x) = Ax (x ∈ Rn) によっ

て定まる線形写像 fA : Rn → Rm に関して次の問いに答えよ。

(1) fA の核 Ker fA = {x ∈ Rn|fA(x) = 0} と fA の像 Im fA = {fA(x) ∈ Rm|x ∈ Rn} が
それぞれ Rn と Rm の線形部分空間であることを示せ。

(2) fA が単射であることと Ker fA = {0} が同値であることを示せ。

(3) Rn の k(5 n) 個のベクトル v1, . . . , vk に対して, fA(v1), . . . , fA(vk) が１次独立であ
れば, v1, . . . , vk が１次独立であることを示せ。

(4) 特に

A =


3 4 −1
2 1 1

−2 −3 1
−4 −2 −2


として, 写像 fA : R3 → R4 を考えるとき, Ker fA と Im fA の次元と基底をそれぞれ
求めよ。更に Im fA の R4 におけるユークリッド内積に関する直交補空間 (Im fA)

⊥

の次元と基底も求めよ。
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２ A = (aij) を n 次実正方行列, (Rn, (·, ·)) を前問で考えた n 次元数ベ
クトル空間とする。そこで fA(x) = Ax (x ∈ Rn) によって定まる線形
写像 fA : Rn → Rn に関して次の問いに答えよ。

(1) fA の異なる固有値 λ, µ に対応する固有ベクトル x, y ∈ Rn は,

1次独立であることを示せ。

(2) A が対称行列であれば, fA の異なる固有値 λ, µ に対応する固有
ベクトル x, y ∈ Rn は, ユークリッド内積に関して直交すること
を示せ。

(3) 実対称行列

A =

 1 2 −1

2 −2 2

−1 2 1


によって定まる fA : R3 → R3 の固有値を求めよ。更に R3 の正
規直交基底で fA の固有ベクトルになっているものを一組求めよ。
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３ (1) 累次積分 ∫ π

0

(∫ x

0

x cos y dy

)
dx

の値を求めよ.

(2) 極座標を用いて,次の重積分の値を求めよ.∫∫
D

y

x2 + y2
dxdy, D = {(x, y) : x2 + y2 5 y}.
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４ (1) 「 lim
n→∞xn = a」の定義を ε, n 論法を用いて書け.

(2) lim
n→∞xn = a のとき, 次の式を証明せよ.

lim
n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

= a.


